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Б . Г. Г р еб е н щ и к о в
О Н Е У С Т О Й Ч И В О С Т И  Р Е Ш Е Н И Я  
О Д Н О Й  С Т А Ц И О Н А Р Н О Й  С И С Т Е М Ы  
С Л И Н Е Й Н Ы М  З А П А З Д Ы В А Н И Е М
Изучим поведение решений однородной системы вида
дх/дй  =  АжД) +  Бж (///), II — conзt,  0 < ^  < 1Д  > ф > 0 . ( 1)
Здесь А, В  — постоянные матрицы размерности т ,  жД) — т-м ер н ая  вектор- 
функция времени у  причем для собственных чисел Аг- матрицы А  справед­
ливо неравенство
Е е Аг < —/3, /3 =  conзt,  /3 > 0. (2)
Отметим, что вследствие условия (2 ) существует матрица А- 1 . Д алее, для 
собственных чисел р3 матрицы А -1  В  справедливо условие
\Рз\ =  1, (3)
при этом полагаем, что среди собственных значений р3 найдется такое р, 
которому соответствует жорданова клетка (матрицы —А -1  В)  размерности 
большей чем 1, т.е. разностная система
гп+1 = - А ~ 1 В г п (4)
неустойчива. В момент времени ф решение системы (1) определяется на­
чальной вектор-функцией ф(з) : 5 £ [рф Д 0]. Запаздывание дД) =  (1 — рД 
является линейной функцией времени I.
Т е о р е м а . При выполнении условий  (2), (3), (4) решение системы  (1), опре­
деленное любой начальной вектор-функцией ф(з) /  0 , неустойчиво .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть < 1г < где 1г =  conзtJ 1г > 0, & — достаточно
ц ^
большое целое положительное число. Известно [1], что в случае неотри­
цательности запаздывания дД) =  (1 — рД  решение системы ( 1) на отрезке 
[ФД] существует и единственно, причем при t > й существуют и непрерыв­
ны производные до к + 1-го порядка вклю чительно (решение сглаж ивается
[1]). Продифференцируем обе части равенства (1) по I. Получаем линейную 
систему
<72жД)/сИ2 — А х (Д) +  ц В х \ ^ ) ,  П > й .
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Вновь дифференцируем обе части полученной системы по t. Получаем ра­
венство
d3x ( t ) / d t 3 =  Ax^2\ t )  +  fi2 B x ^ ( f i t ) .
Вообще, на к-м шаге получаем стационарную систему линейных дифф ерен­
циальных уравнений вида
dx^k\ t ) / d t  =  Ax^k\ t )  +  jik t > h. (5)
Очевидно, начальным множеством для системы (5) является сегмент [(ih, /г], 
т.е. на нем задана вектор-функция 0(3), определяющая решение данной си­
стемы в момент времени t — h.
Вследствие неравенства (2) справедлива оценка [2]
||еТ *-Д | < М е ~ ^ ~ 8\  (6)
где s <t^  М  — const , М  > 1. Здесь и далее под нормой матрицы D  понимаем
т
\\Щ = max1<г<ш —"
 3 =  1
где dij — компоненты матрицы D  [2]. Очевидно, что при достаточно большом 
к справедливо неравенство
Тогда решение системы (5) асимптотически устойчиво, причем справедлива 
оценка
||* (ЧМ11 <  м к ( Д * , (8)
где t > /г, Mk  =  const , М > 1, =  const , 8k < 0. Д оказательство этого ф ак­
та производится сравнением решения системы (5) с решением y(t)  уравнения 
первого порядка [3] ,[4]:
dy(t ) /d t  = —(5y{t) +  p(t)y(fit),  t > h,
p (f ) = A + A * ’ Sk = const->Sk < °-
Пусть y(t) = M k ( k на начальном множестве. Нетрудно видеть, что 
решением уравнения (9) является функция
y(t) = М к (фф , М к = const , М к > 0. (10)
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[Это можно проверить простой подстановкой функции (10) в уравнение (9).] 
Запишем решение системы (5) в форме Коши [2], принимая члены в пра­
вой части, зависящие от запаздывания, за неоднородность:
а ;(* )т  =  еА^ х ^ ( к )  +  Г  ел ^ ц кВ х ^ ( ц з )  6 з, t > к. ( 11)
З к
Из выражения (11), используя оценку (6), получаем неравенство
||а Д Д ) || < М е ~ ^ - ^ \ \ х ^ { к ) \ \  +  Г М е ~ № ~ а)цк | |£ ||| |ж Т )(^ )Н  6,8. (12)
З к
Записывая решение уравнения (9) в форме Коши, получаем выражение
у{1 ) =  М ке ~ ^ ~ н  ^ +  [  (13)
З к
Обозначим ||т^ )Д )|| — у{1) — и вычтем (13) из (12). Получим неравенство
гШ  < ( М \ \ х ^ ( к ) \ \  -  М к) е - № - Ц  + Р м е ~ ^ ~ а)цк \ \ВМцз)(1а +
З к
+ /  /1 к \\В\\ — е~@^~8}р(з))у(цз)(1з. (14)
З к
Выберем теперь ёк < 0 таким образом, чтобы выполнялась оценка
м / | | -в |1- ^ - Д < о ’ ‘ г л ' (15)
Данный выбор возможен, поскольку при ёк =  0 имеем неравенство, анало­
гичное неравенству (7). Тогда, в силу непрерывности по найдется такое 
ёк < 0, что оценка (15) будет справедливой. Д алее, за счет выбора М к > 0 
можно сделать так, чтобы выполнялись условия
у(г) > \\Фк)\\ : | x k < t < k ,  М к > М\\х^к\к ) \ \ .  (16)
Тогда, учитывая неравенства (14),(15) и (16), получаем из выражения (14) 
неравенство
*(<) < /  М е ~ р{-*-^цк\\В\\г{ц8)й8 . (17)
4  к
Как следует из соотношений (16), г({) < 0 на начальном множестве [^/г,/г]. 
У тверж дается, что г({) < 0 при всех I > /г. Предположим противное. Пусть 
Т > /г — первая точка, где г({) — 0. Тогда из неравенства (17) получаем 
соотношение
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т.к. г({) < 0 при I < Р . Полученное противоречие и доказывает оценку (8 ).
Полагая фк{к) — у{к) : /хк < t < к  и учитывая равенство (10), получим из
оценки (8 ) более грубое неравенство
Н ^СО Н  < мк (£ )* *  ш ах | |^ ( 5 ) | | ,  (хк < з < к. (19)
Рассмотрим теперь поведение т ^ _1)(£) при t оо. Очевидно, х^к~г\ ^  удо­
влетворяет следующему соотношению:
при этом *(*)(<) при к > - фуру удовлетворяет оценке (19). Разрешив данное
(_I
соотношение относительно т ^ -1 )(£), получаем неоднородную разностную си­
стему [5]
х ^ - г\ г )  =  - ^ “ 1Л “ 1Б т ^ - 1) ( ^ )  +  А ~ гх ^ { 1). (20)
Здесь считаем неоднородностью выражение А- 1т^)(£), причем для данной 
величины справедлива оценка, аналогичная оценке (19). Будем исследовать 
решение данной системы по шагам переменной длины, а именно на интер­
валах вида - \  < t < —тхт, п — 1, 2 , . . . ,  для чего запишем решение данной (х ~ ~
неоднородной системы с помощью формулы вариации постоянных [5]; полу­
чаем для т ^ -1 )(£) при < t  < +^1 следующее равенство:
= ^ к- 1^ п+1 \ - А - 1 В ) п+1 фк. 1 ((1п+Н) +
п
+ 1 ]  ^ - ^ ( - А - ' в у А - ' х & Х р Ч )  (21)
,7=0
(здесь фк-\{к) — х^к~г^{1) : /хк < I < к). Вследствие соотношения (3) спра­
ведлива оценка [5]
| |Д (^ -1 )(_ ,4 -1 £ у || < X/ (^fc- 2)■7'a■7', (22)
где X =  сопз/, X > 1, а =  сопз/, 0 < а < 1. Тогда из равенства (21), учитывая 
оценки (9) и (22), получаем неравенство
||®(*_1)(0 Н  <  х Д * _2)(п+1)а п+1 т а х  | | ^ _ 1 (0 || +
п
+ У , 1 ^ к- 2)1 а ^ 8Х - ^ м ' к т а х  \\фк(Х\\, (23)
—^ иЛ,<Д<Л,,7=0
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где М*к =  М к\\А~г \\. Первое слагаемое в правой части данного выражения 
стремится к нулю при п ос. Рассмотрим поведение второго слагаемого. 
Пусть а > j i~8k, т.е. fi~8k — аа,  где а  =  const , 0 < а < 1. В этом случае 
справедливы следующие неравенства:
п п п
Y , H {k~2)jaj n Sk{j~n) =
3 =0  j =o j = о
n • an
an V  a 3 <  .
n “  1 - aj= o
Отсюда получаем следующую оценку для второго слагаемого в правой части 
выражения (23):
п , ПП т Д р
1 ^ ^ ~ 2^ кЬ~п)аШ'к т а х  \ \фкШ <   т а х  ||0*(<)||. (24)
3=0
Наоборот, пусть а < Тогда, полагая а =  aji~8k, где а  =  const, 0 <
< а  < 1, получаем оценки
оо
J 2 v {k~2) jaj VSk{j~n) = J 2 ^ (h~2~)j~Sknaj ^  V~SknJ 2 a j ’
з = о  j = о j= o
о° — §кП
V o > ’ =  ^ ------ .
5=S 1 - «
Д алее получаем соотношение
n
^ L ^ h~2)jа П ~ 6к{з~п)M'k т а х  \ \фкЩ <
3=0
и -$кП Т 1Ы1
< — ----— ±  т а х  \\фк(С\\. (25)
Г — Ol f i h < t < l ı
Наконец, пусть а — jı 8к. В этом случае получаем
пп
5 > “ - 2)V  <  — и ,  к ф  2 ;
3 = 0  1 р
j n  п / 2
Г У 2«" =  (га +  1 )ап < ---------к =  2 ,
j=o 1 -  « '
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откуда для второго слагаемого в правой части неравенства (23) будут спра­
ведливы оценки
2^ а пМ'к т а х  \\ф кШ  <
•7=°
Т М ! а п
< :------ТГТГ в а5 , 11^ ( 011) М 2; (26)7 0Л ХИОлЛ.1 _  ^  ) ^ь<л<ь
п
^ 2 Ь ^ к- 2)запМ'к т а х  ||0*(<)Н <
т м ! пп! 2
(27)
Окончательно получаем, что и второе слагаемое в правой части неравенства 
(23) стремится к нулю при п ос.
Вследствие сказанного выше найдутся постоянные величины ^ - 1? ^ к - 1  '• 
О < дь-г < 1 , Мк~ 1 > 1 такие, что при - ^  < t < ^+1 будет выполняться
оценка ^
пах^ \\фкШ  +  ^ та х ^  ||<^ Л_ 1(*)||)- (28)
Рассмотрим теперь асимптотическое поведение величины х^к~2^{1). Ис­
следование устойчивости величины т ^ -2 )(£), в свою очередь, приводит к 
исследованию поведения решения неоднородной разностной системы
х (к~2Нг) = - 11к- 2А - гВ х ( к- 2\ & )  + Л - 1т ^ -1 ^ ) ,  г > /г, (29)
причем х(к~гЦ ^  удовлетворяет оценке
Н аД -Д Д ! < М к- 1 ( 1 )  (^тах^ \\фкШ  + Дпах^ ||<^ Л_1(*)||)- (30)
Здесь ёк-1 <  0, ёк-1 = - к ^ д ^ .
Если мы теперь проделаем вы кладки, аналогичные прежним, то в ре­
зультате будем получать следующие оценки:
Д У Д )  < 
1®СЯ(0П <
1=3
/г /г
< t <
’ мп ^ +1 ’
t \ sj
«=.?
, * > Л, .7 =  1,2, (31)
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где д3 — сопз1 , 0 < д3 < 1 , 83 — — \о£^д3  ^ ф?Д) =  : {хк < I < /г,
д = 1 ,2 , . . . ,  А -  1.
Таким образом, жД) —> 0 при / ^  оо.
Рассмотрим неоднородную разностную систему
тД ) =  — А ~ г В х ( ^ )  +  А_ 1Д Д ). (32)
Вследствие того что х*(к) 0 при £ ^  ос, решение данной системы х(к) не
стремится к нулю при t ос, поскольку при достаточно больших I
ж(/) =  - Л _1Б т ( ^ )  +  / ( / )  (33)
(где / ( / )  — исчезающая вектор-функция [5]). Покажем теперь, что реше­
ние системы (1) неустойчиво. Очевидно, решение исходной системы ( 1) при 
I > к\  ^  {г — достаточно большое целое число) может быть записа-[X
но с помощью формулы вариации постоянных (с учетом того, что матрица 
(—А ~ 1 В)  1 существует) следующим образом:
ж(/) =  (—А г В)1 г>\п+1 х ( ( 1 п + Ч ) +  Е  ( - А - ' В У ^  А - ' х ^ р Ч )
3 = 0
(34)
х_
Рассмотрим выражение в квадратных скобках в правой части данного соот­
ношения. Вследствие соотношения (3) справедливо неравенство
II II <  М * п а^ ~ п~3\  (35)
где М* =  сопй/, М* > 0, а  =  сопз/, а  > 0. Но тогда, вследствие оценок (31)
и (35), найдутся такие положительные постоянные £*, а* (0 < а* < 1), что
будет справедливо неравенство
II ( - А“1 А -Ч Д )!!  <
< Х Д а * )п_гМ1 ( у )  У ]  д п а х у ^ Д ) ! ! .  (36)
Д алее, вследствие того что
71 . 1
Е  ( » . ) - < — ;
!=0 1 “*
(т) ' =  ('‘г 1 ' “ 1 “  0 : г -  °°' £  < 00'
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и х(/хп+1^  не является на интервале ^  малой величиной (при доста­
точно больших /гх), получаем, что при достаточно больших г выражение в 
квадратных скобках в правой части равенства (34) имеет следующее асим­
птотическое представление:
х(/1 п+1^  + О(е),  —  < I < ——гг- (37)
Поскольку (—А 1 В ) п+1 =  0 ( п а*), где о* =  const, о* =  а — в, 0 ( п а *) —» оо 
при п оо [вследствие чего разностная система (4) неустойчива], получаем
для х({) на интервале ^тг < t < ^1 -, асимптотическое представление
IX р  " г
х(Г) = 0 (па *) Гж (^+Ч) +  О(е) 00. (38)
Отсюда следует неустойчивость решения исходной системы ( 1).
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